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Geometria differenziale. - Caratterizzazione integrale di certe 
superfici immerse in varietà riemanniane tridimensionali. 010ta l') 
di CARLO FELICE MANARA, presentata dal Corrisp. B. FINz!. 

I. Nel presente lavoro si dà una caratterizzazione integrale di una 
classe di superfici immerse in varietà riemanniane tridimensionali, classe 
che comprende i piani e le sfere dello spazio euclideo, Ì piani, le sfere, le ori
sfere e le ipersfere dello spazio della geometria non euclidea. 

Pcr il caso dello spazio euclideo l'argomento ha formato oggetto delle 
ricerche di varii Autori, tra i quali ricordiamo \V. Scherrer (I), H. Geppert (~)J 

A. Signorini (3), B. Segre (4), D. Gallarati (5), P. Scherk (6). 

Nel presente lavoro si riconosce che, detto T un certo invariante legato. 
ai punti di una curva, che si riduce alla torsiOllt" di questa se la varietà di 

immersione si riduce allo spazio euclideo, la condizione che sia f T ds = O 

per qualunque curva chiusa tracciata su una superficie L: caratterizza le super
fici aventi linee di curvatura indeterminate. 

2. Siano yI, y"2, yl le coordinate di un punto In una varietà neman
niana tridimensionale V 3 e sia 

(i , k = I , 2 , 3) 

la metrica (definita positiva) di "3 . 
Fissata una curva in V"

3 
assegnando le coo,-dinate)'i in funzione delJ 

l'arco s, mediante le equazioni 

y' = Y' (s) (
,l 

. 
I , 2 , 3) 

(*) Pervenuta all'Accademia il 13 luglio 1954. 
':1) I( Vierteljahrsschrift dcr naturforscb. Gcs. lurich », 85 (1940). o BC'iblatt Il. n.32, 

pp. 40 -46. 
':2) «Annali di Mat. Il (20), 56 (1941). 
(3) Ibid. (20). ZI I (If)_p). 
(4) «Rend. Lincci " (83),3, 420-422 (I94ì2)' 
(5) Ibid. (8), I], 238-241 (1952). 
ì6) «Boli. U.'..l.1. "~. (3). 9, 38-40 ìI954). 
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è noto che le tre quantità 

)J = d.y~(2) ds 

dànno le componenti controvarianti del versare tangente alla l', avendosi 

(3) 

Poniamo ora 

, l .
(s) C = -.., = fJ.1 P.i. 

P
 

Le tfe quantità
 

,i = pfJ.i
 

forniscono le componenti del versare normale principa1c alla curva, avendosi 

-/Ài = O. 

È noto che le equazioni 

lli = o 

caratterizzano le geodetiche di V, e che gli invarianti c e p definiti dalla (s) 
si riducono alla flessione ed al ra.ggio di prima curvatura rispettivamente, 
quando V3 sia uno spazio euclideo. 

Infine le funzioni 

dànno le componenti controvarianti del vettore binormale alla r, e si ha 
inoltre 

~ilkÀk = Tv! 

essendo T un invariante che si riduce alla torsione della curva se V
3 

si riduce 
ad uno spazio euclideo. 

Si verifica facilmente che si ha 

(6) 

formula che, quando V 3 Sl riduce ad uno spazio euclideo, si riduce alla nota 
relazione 

dI' d' P d' P 
(T = - P'ds X dJ'- /\ ds')' 

3. Sia data in V 3 una superficie~, assegnando le coordinate yI, y~, y3 

di punto in V, come funzioni rfgolari di due coordinate x' , x': 

(7) 

(7) Per il significato delle notazioni tensoriali che usiamo cfr. per esempio il trat 
tato di B. FINZI e M. PASTORI, Calcolo tensoriale ed applicazioni, Zanichelli, Bologna. 
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Nel seguito indicheremo con lettere greche (IX, ~ J Y J p, (J ••. ) degli indici 
che possono a,ssumere soltanto i valori I e 2, riservando le lettere latine 
Ci , k , tn l n J p l q J r , ... ) per gli indici che possono assumere i valori I , 2 , 3· 
Porremo inoltre brevemente 

2;d _ .,i 
C:xQ. -)a 

In forza delle (7) SI ha 

dyi = y~dxa(8) 

e la metrica (I) della V3 subordina sulla ~ una metrica bidimensionale 

(9) 

avendosi 

('Z R = g"Y' y'
Q.t' '(1 ~. 

Come è ovvio, le Y~ calcolate per una stessa coppia di valori Xl = x~ , 

x 2 = x~ forniscono le componenti di due vettori tangenti alla superficie 1: 
nel punto Po corrispondente ai valori XI = X~,X2 = x~ delle coordinate super
fici ali. 

Indichiamo con N~· le componenti del versare normale alla superficie 
nello stesso punto; si ha allora 

( IO) 

(I I) NiY~ = O. 

Le Ni e le loro derivate sono legate alle Y~ ed alle loro derivate dalle note 

formule fondamentali (8) 

(12) 

nelle quali bo.~ sono le cOIllponenti del secondo tensore fondamentale della 

superficie ed il simbolo di Christoffel ):~ ( si intende calcolato relativamente 

alla metrica (9) della 1:. 

4. Sia ora r una curva sulla superficie ~, data assegnando le coordi
dinate superficiali x 2 in funzione dell'arco, nella formaXl I 

xo. = xa.(s). 

(8) Cfr. per esempio L. BIANCHI, Geometria Di.lferen2ia!e (Ja ed.) (Zanichelti, Bolo. 
gna), voI. IL § 449. 



18 Lincei - Rend. Sco fis. illa.t. e nat. - VoL XVII - Ferie 1954 

Indichiamo con ~N1. e ~n le quantità analoghe alle ì,a e !-Li date dalla (2) e 
dalla (4), calcolate rispetto alla metrica (9) della superficie, cioè poniamo 

),,0. = dxc. 
ds 

-a _)" ).~ _ d),a À~ + ).f),Y G'ì 
[L - , Il' - dX~ (~yl 

intendendo che la derivata covariante, qui c nel seguito, quando sia ese
gui ta su tensori che portano indici greci, venga calcola ta rispetto alla metrica 
(9)	 di ~. 

Si ha chiaramente, in forza delle (8) 

(I 5) 

ed inoltre 
5-..0. 10. = I 

(16)	 ),.uiia=o. 

Ora le formule fondamentali (12) (13) permettono di legare le )"a e iLO. 
qui definite alle ).1 c [.Li relative alla curva, considerata immersa Ìn V

3
• A 

tal fine, ricordiamo che, dette u i le componenti controvarianti di un vettore 
funzione dei punti della curva r, si ha 

i 
i, ., __ du +" 'I i I

'li II; 11 -- T l'. 'li rk \ 

e quindi In particolare, se r è tracciata sulla L, 
i 

i ì,' _ 2u ,. + .k 'I· i iU/h ---l'. F\ U • 
2x <X r k 

Applicando la (17) al vettore di componenti ).,ì si ha, ricordando la (15) J 

ì-'lkÀk =	 '(FAi ~a + )..k).t')/ 'k' ì = -~J,j3 )'a. ì,~ + yi ?À",-- Ào. + ÀkÀr~ i I 
2xa r \ cxCI. ~~xl 'Y dXu. I kr ' 

ossia, applicando la formula fondamentale (IZ), 

),i/k ,I = 'A" I-f [Gl y' + b"~ Ni _ \1 i I y' y'] +
! >~ \ Y rk \ " f 

i+ yi 3i,'Y ").0. + i.J ;," l k 1= yi ).Y'o.).,a + )..ct."j) ba~ Ni. 
y 2x U.	 y'.r	 J 

ossia In	 definitiva 

(18)	 (.Li = yi "jIY + BNi,
Y 

essendo	 B l'invariantc defini to dalla 

B = b"~ 1-" I-~ . 

La (18) fornisce la scomposizione del vettore di componenti !-Li nella 
somma di un vettore superficiale Y~!iY e di un vettore BNi normale alla super
ficie, Ricordando le (IO) e (I I) si ha facilmente 

ZCL i fLi =gil.!J.i fl.Ji = C = B2 + G2, 
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essendo 

(20) 

Indichiamo ora con Epq le componenti del tensore E: di Ricci bidimen
sionale, relativo alla superficie ~ ed alla sua metrica (9). Si ha chiaramente, 
in forza delle (16) e (20), 

(2 I) 

Inoltre la equazione differenziale (del l° ordine e di grado 2) delle linee 
di curvatura di :E (considerata immersa in V 3) è data da 

(22) E~J3 }:u b~)..'l = o (al. 

Questa stessa equazione, in forza delle (21), può esser scritta nella forma 

ba~~a~ = o; 

si ha i nfatti 

Sussistono inoltre, in base a note proprietà del tensore di Ricci, le seguenti 
rciazioni, CUI faremo ricorso in seguito 

G = Ea~ N~1L13 

dG G 'o - ~ ~ 'lods = lo Il = Eu j3 a [J. lo •. 

S, Applichiamo ora al calcolo del vettore [l-i,..!- ).,J~ un procedimento ana

logo a quel(o usato nel precedente paragrafo per il calcolo di Ài/k Àk. Ricor

dando la (17) ed in forza delle formule fondamentali (IZ) e (13) si ottiene, 
con calcati analoghi a quelli eseguiti nel precedente paragrafo per giungere 
alla formula (IS), 

formula analoga alla CIS), che ci dà il vettore I-Lilk).,k scomposto in una parte 

superficiale Y~ [P:Y/o)a - Bb~).(1] ed in un vettore normale 1'\i [-~~- +ba /3 ~a fili] . 
Le formule (IS), (18), (24) dànno le componenti dei vettori ìJ, 11-'", [.1/ 1<).,1< 

per la curva r, data dalle (14), tracciata sulla I:, e quindi permettono il 
calcolo dell'invariante T, legato ai punti di " mediante la (6). 

Per semplificare il calcolo assumiamo la metrica (I) di V 3 in forma 
geodetica, assumendo come linee coordinate .1,3 le linee della congruenza 
di geodetiche normali alla superficie :E. Pertanto in questo caso particolare 
la :s viene rappresentata dalle equazioni 

(Z5) y3 = o. 

1
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Si hanno poi per le componen ti del tensore fondamentale le relazioni 

(26) 

e per il tensore fondamentale della metrica (9) le relazioni 

Come conseguenze facili delle (25) e (26) SI hanno le 

Ni=gi, 
c di conseguenza le (15) (18) (24) assumono rispettivamente le forme 

(I 5)' 

w = g' iL~ + g' Bp 3 

Pertanto la (6) assume, per note proprietà del tensore di Ricci, 'la forma 

Osserviamo ora che, nel sistema di riferimento che abbiamo adottato, 
in forza delle (26) e (27) le componenti Eo.~3 del tensore di Ricci coincidono 
con le componenti ~~p del tensore di Ricci bidimensionale, calcolato in rela
zione alla metrica di L. 

Abbiamo quindi 

e quindi, ricordando le (19), (24), (25), 

- (B' + G') T = - B ~; + G ~~- + z.~ [B' 1-. h~ 'À' + 'À. iL~ b,a À'fLa], 

e In definitiva 

ossia, ricordando le (23) e (24), 

T ds = d arctg GjB - (B' +G') (ea~ "À. b~ 5,') ds 

6. La formula (29) a cui siam giunti alla fine del precedente paragrafo 
CI permette di enunciare il seguen te 

TEORE~A. - Condizione necessaria e su.fficiente perché l'integrale cur
vilineo 
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calcolato lungo una qualunque linea chiusa tracciata su una superficie L sia 
nullo è che ogni hnea di ~ sia linea di curvatura. 

La dimostrazione è immediata solo che si osservi che la (29) scompone 
l'elemento differenziale T ds nella somma di due addendi; l'addendo 
d arctg G{B dà contributo nullo se integrato lungo una qualunque linea chiusa 
della superficie, perché non esistono su L dei punti nei quali sia contempo
raneamente B = G = o e ciò in base a,lla (20). L'qltro addendo è identi
camente nullo lungo le linee di curvatura, in base alla (22). 

Poniamo ora che V 3 sia in particolare uno spazio tridimensionale a cur
vatura costante 53" Rappresentato S] con il classico modello proiettivo dato 
da uno spazio lineare in cui è assegnata una quaclrica assoluto Q = 0 1 chia
miamo sfere (generaHzza te) di 53 le superfici che appartengono ai fasci defi
niti dalla quadrica assoluto e da un piano generico contato due volte. Si 
verifica facilmente che tali sfere in S) sono caratterizzate dalravere le linee 
di curvatura indeterminate e ciò ricorrendo ad una delle classiche forme 
a cui si può ridurre la metrica di 53' Sì ha quindi immediatamente il 

COROLLARIO. - La condizione 

fTds =0 

per qualunque linea della superficie caratterizza le sfere di uno spazio a curva
tura costante. 

Roma, I9S4. - Dott. G. Bardi. Tipografo dell'Accademia NaziOllale dei Lincei. 
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